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 و آموزش آن در مدرسهگره هاهندسه 

ابراهیم ریحانی
*

  چکیده 

 هایی ار هاي توپولوژیکی از جمله موضوعساخت.  مدارس آموزش داده شده است در طی سالیان متمادي به دانش آموزانیهندسه اقلیدس

ب براي آموزش در مدرسه است که داراي  مناسهاي گره یکی از موضوع. ه نبوده اندهستند که چندان در هندسه مدرسه اي مورد توج

نظري و کاربردي در زمینه اي  ، به عنوان  ریشه در فرهنگ و تجربیات انسانی دارندنکهآ افزون بر  گره ها.ساختاري توپولوژیک است

راي عنوان  توضیحی بگره هاپس از آشنایی مختصر با  ابتدا در این مقاله . مطرح هستند و شیمی زیست شناسی،ریاضیات، فیزیک

 در  آن آموزش اهمیت وگره ها براي انتخاب  ها بخش اول دلایل و تحلیلقسمت اصلی مقاله در در. شود   بیان می"گره هاهندسه "

 . شده استهی به دانش آموزان اراگره ها پیشنهادي در مورد آموزش هندسه یو در بخش دوم به طور فشرده طرح شده  تشریح مدرسه

 از سال سوم راهنمایی و ی  دانش آموزان شامل گروه دانش آموزان دوره هاي ابتدایی و گروهی دیگر ازن طرح که یکاجراي  آزمایشی ای

  . ه استبخشی به همراه داشت  رضایت اولیه نتیجه هاي،  شرکت داشته انددر آن سال اول متوسظه

  

   یکی، ساختارهاي توپولوژ  گره هاتوانایی فضایی، آموزش هندسه، :واژه هاي کلیدي

  

  

  مقدمه 

 آموزش هندسه رشد هدف هايیکی از مهم ترین       

کید بر أبا اقرار و ت . ]2[ دانش آموزان است1توانایی فضایی

اهمیت هندسه اقلیدسی در آموزش مدرسه اي به نظر 

تنها به آن براي رشد توانایی فضایی کافی  يرسد که اتکا می

ه هاي اکنون هندسه دچار تحول گشته و اید. نیست

هاي اخیر  در سال. توسعه و گسترش یافته است هندسی

  ایده هاي هندسی به دلیل کاربرد هاي جدید آن در

علاقه بسیاري از  توجه و مورد دیگر و علوم ریاضیات

تعاریف و تعابیر جدیدي که از  با. آموزشگران بوده است

برگیرنده پدیده هاي  هندسه در ،هندسه به عمل آمده است

 شرایط متفاوت قرن ،از طرف دیگر .شود فاوتی میبصري مت

حاضر باعث شده است که تجربه هاي بسیار غنی و با 

   فضایی در هاي شکلگسترده از   طیف  یک  در  ارزشی

  

                                                

  

  

  

دانش آموزان قرار گیرد که در هندسه مدرسه اي  اختیار

یک پیشنهاد براي بهینه سازي و اصلاح . شود یافت نمی

دسه وآموزش هندسه در جهت رشد توانایی برنامه درسی هن

 "تعداد"و  "گوناگونی" ،"ساختار" گسترش ،فضایی

 مورد استفاده در فرایند تصویرهاي و اجسام و هاي شکل

ساختارهاي توپولوژیکی از جمله موضوعاتی . آموزش است

    هستند که چندان در هندسه مدرسه اي مورد توجه

ز ا 2اگره ه توپولوژیکی،در بین ساختارهاي  ].1[نبوده اند

گره ها .  براي آموزش برخوردارنداي ویژهانعطاف و اهمیت 

 نظريفضاي  و هم در )فضاي حقیقی(   عی اقهم درعالم و

  ویژهداراي جایگاهی شناخته شده و )نظریه ریاضی گره ها(

 جدید و ه هاي بر این که یکی از نظریافزونگره ها . هستند

، بخش مهمی از ]20[ و ]4[هستند ریاضی  يپیشرفته

                                                
1. Spatial ability
2 . Knots
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.  به نمایش می گذارند نیزتاریخ و فرهنگ و تمدن بشري را

 زمان استفاده از نوعی گره معینی را ،یافته هاي مستند

در حالی که عمر  ،]3[داند  سال قبل می 9000حدود 

  . ریاضی گره نزدیک به یک قرن است ينظریه

 ها ابتدا در مقاله حاضر پس از آشنایی مختصر با گره      

 براي آموزش به دانش آموزان گره هاچرایی انتخاب بیان به 

شیوه ي  پیشنهاددر ادامه رئوس کلی طرح می پردازیم و

 شاید بتوان گفت که این .ه می کنیمی را ارا گره ها آموزش

طرح تلاش می کند پلی رابین دنیاي واقعی و تجربی به 

افزون . رار کند برق ها ریاضی گرهي دنیاي ریاضی یا نظریه

 تحصیلی در مدرسه را متفاوت طرح مذکور سطوح ،بر این

شامل می شود و درآن دانش آموز باشروع از دنیاي واقعی و 

محسوسات به تدریج به سمت ایده هاي مجرد و نظري 

  . حرکت می کند

  

  گره چیست ؟

 از -هاي عملی انسان گره ها به طور مؤثري با فعالیت        

گره ها به عنوان یک مؤلفه .  ارتباط دارند-ريکودکی تا پی

 . هستنددهفرهنگ انسانی طی چند هزار سال شناخته ش

بسیاري از بچه ها حتی قبل از آن که خواندن و نوشتن 

در فرهنگ هاي  .گیرند گره زدن رایاد می رایاد بگیرند،

در .  می باشد خودویژه گره داراي ارزش و جایگاه متفاوت

در امور حرفه اي گره ها همواره به کمک ما زندگی روزمره و

 ماهیگیري،  کوهنوردي،،آنها در دریانوردي. شتابند می

و نجات، جراحی، پزشکی، بافندگی و  عملیات امداد

اگر چه گره ها بشر را .  زیاد دیگر به کار می آیندموردهاي

 لیکن نظریه ریاضی گره ،ها همراهی کرده اند در طول قرن

در ریاضیات گره یک منحنی بسته در . داردعمر چندانی نها

به عبارت دیگر هر  فضاست که خودش را قطع نمی کند،

 1در شکل . منحنی ساده بسته درفضا یک گره است

.تعدادي از گره هاي ریاضی نشان داده شده اند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  تعدادي از گره هاي ریاضینمودار  1شکل 

  

گیزه اولیه مطالعه علمی گره در تاریخی ان از نظر         

اعتقاد بر این بود که  1880  دههدر .]4[شیمی ایجاد شد

.  فضا را پرکرده است همه1یک ماده اساسی به نام اتر

 مدلی را ،همسو با این نظریه )1824-1970 (2کلوین

 عنصرهاي معرف ،متفاوتپیشنهادکرد که در آن گره هاي 

به رد شد و 1887 ایده کلوین در. ندد می شگوناگونی

ها علاقه اي به  براي حدود تایک قرن بعد شیمیدان تقریب

ها آنها را رها  اما ریاضیدان. مطالعه گره ها نشان ندادند

 ادامه دادند گره ها نکردند و به تحقیق و مطالعه پیرامون

هاي  ترین بخش ترین و جالب وآن را به یکی از جذاب

ها  بیو شیمیدان 1980دهه در . ریاضیات تبدیل کردند

در  .کشف کردند DNAهاي  ساختار گرهی را در مولکول

اند که امکان خلق  ی بردهیها شیمیدان سال هاي اخیر

به شکلی که نوع گره خواص  هایی به صورت گره، مولکول

بهر حال مدل نادرستی  .وجود دارد مولکول را تعیین کند،

ردهاي که براي اتمها متولد شده بود اکنون داراي کارب

    . ]4[ مهمی در زیست شناسی، فیزیک و شیمی است

                                                
1 . Ether
2 . Kelvin

٢٠۶
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 گره بخشی از ریاضیات است که توپولوژي ي نظریه          

 هندسی اشیا ویژگی هايتوپولوژي مطالعه . نامیده می شود

واضح است . ثابت می مانند ، 1شکل است که در اثر تغییر

 .دکه یک گره ریاضی با یک گره معمولی تفاوت زیادي دار

 چه فوایدي حاصل اما آیا می توان بین آنها پلی ایجاد کرد ؟

این کار   این ارتباط براي آموزش مدرسه اي وجود دارد؟از

  اینکنیم به در این مقاله سعی می ؟شود انجام باید چگونه

 اجازه دهید قبل از آن توضیح دهیم . پاسخ دهیمپرسش ها

   .یمرا برگزیده ا"هندسه گره ها"که چرا عنوان 

  

  چرا هندسه گره ها ؟

هاي جدید و تعاریف اخیر در مورد هندسه و  دیدگاه         

 ي  گسترش دامنهافزون بر پدید آمدن هندسه هاي جدید،

کند که موضوع گره ها را  هندسه این امکان را فراهم می

 براي آموزش در مدارس "هندسه گره ها "تحت عنوان 

  .مطرح کنیم

یک فضا همراه با  هندسه را 1870ال  در س2کلاین        

هندسه  . به توي خودش تعریف کرد هايگروهی از تبدیل

  هايی کند که تحت این تبدیلدان خواصی را مطالعه م

 طبق تعریف کلاین هندسه هاي متفاوتی . هستند3پایا

    تشکیل ا ر 4وجود دارند که یک هندسه سلسه مراتبی

 هندسه هاي تا می دهند که از هندسه اقلیدسی شروع و

ادامه و به ) 6تصویر مرکزيو 5تصویر موازي(تصویري 

   .]1[توپولوژي ختم می شود 

هاي اخیر   هندسه در سالتعریف هاياز سوي دیگر         

 8به نقل از زیمان7جونز .متحول شده است به طور کامل

هندسه را در بردارنده آن شاخه هایی از ریاضیات می داند 

را براي یاد  )مسلط ترین حس ما(بصري بینش   که درك و

                                                
1 . Deformation
2 . Klein
3 . Invariant
4 . Hierarchy
5 . Parallel projection
6 . Central projection
7 . Jones
8 . Zeeman

القاي حدس و درك واقعیت، به کار  فهم اثبات، آوري قضایا،

   ] .1[ می گیرند و به مابصیرت کلی می دهند

 زیر  تعبیر10به نقل از پدرسون )1990( 9دل گراند          

هندسه مهارت چشم ها و " :ه کرده استایاز هندسه را ار

 به. ]5[ "ه مهارت تفکر است دست ها است همان قدر ک

می رسد که هندسه به ویژه در مدارس ابتدایی باید آن نظر

انجام می دهد  چیزي باشد که دانش آموز تصور می کند،

  .آن چیزي که می نویسد به طور صرفویامی سازد نه 

آن  12در مورد هندسه که بنی )1983 (11نظر بیشاب         

هندسه ": نظر می رسد  نیز مفید به ،را ذکر کرده است

هندسه مطالعه را بطه هاي فضایی . ها نیست  مطالعه اثبات

عدي که در آن زندگی است که می توانند درفضاي سه ب  

می کنیم و در هر سطح دو بعديعدي از این فضاي سه ب، 

   .]6["یافت شوند 

هاي  چشم اندازي که در پیشگفتارهاي کتاب

است نیز ه شده ارای وسطه دوره مت)2(و هندسه ) 1(هندسه 

را "هندسه گره ها "دلیل مناسبی است بر این که چرا نام 

 زیر تعبیرهايها از هندسه با  در این کتاب. برگزیده ایم 

  :ذکر شده است 

      هندسه علم شناخت دنیایی است که در آن زندگی-

  .می کنیم 

یندهاي شاخه هاي ا هندسه روش نمایش مفاهیم و فر-

  .اضی و علوم است  ریمتفاوت

 و  هندسه نقطه تلاقی بین ریاضی به عنوان یک علم مجرد-

  .شهودي است  ریاضی به عنوان یک علم تجربی،

  . هندسه مدل ساز پدیده هاي طبیعی است -

 هندسه تمثیلی براي یاد دادن و یاد گرفتن استدلال -

  .استنتاجی است 

 اي بدیع وه کاربردهیارا در مفید  مؤثر وي  هندسه وسیله-

   .خلاق است

 ذکر شده يموردها گره ها مصداقی براي بیشتر          

 ه هايتجرب آنها از یک سو ریشه در. نددراین قسمت هست

                                                
9 . Del grande
10 . Pederson
11 . Bishop
12 . Bennie

٢٠٧
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 ریاضیات مدرن و از سوي دیگر بخشی از بشري دارند و

  هاينتیجه شاید یکی از بهترین موضوع در .امروزي هستند

به تجرید موضوع  دبراي نشان دادن فرایند حرکت از شهو

در سطوح ابتدایی دانش آموزان با تکیه بر . گره ها باشد

، بازي ودست ورزي با گره )ساختن گره (مشاهده، گره زدن 

ها و به طور کلی فعالیت هاي عملی مختلف با آنها، به 

     و هماهنگی چشم و دست" مهارت دست ها "تقویت 

 گره ها در  در گامهاي بعدي با نمایش نمودار.می پردازند

روي کاغذ به مفهوم اولیه اي از مدل سازي ریاضی و سطح 

ارد دنیاي وي از تجرید می رسند و در ادامه به تدریج  اساده

در کنار اینها با یادگیري کاربرد هاي گره . ریاضی می شوند

هاي متفاوت به شکل مناسبی امکان درك ارتباط بین 

  .ن فراهم می شودزندگی واقعی و ریاضیات براي دانش آموزا

  

 در آموزش "هندسه گره ها " اهمیت آموزش

اي  مدرسه

 هندسی متفاوتی براي  هايضوعدر حال حاضر مو        

رسد که هیچکدام از آنها به  تدریس داریم و به نظر نمی

یک  . بتواند اهداف آموزش هندسه را برآورده سازد ییتنها

 در این .ها باشداي از آن پیشنهاد می تواند انتخاب مجموعه

       پرسش پاسخ می دهیم که چرا گره ها بخش به این

هاي مناسب مطرح   یکی از انتخاب به عنوانمی توانند

 :دلایل ما به قرار زیر است. دنباش

  

  گره ها ویژگی هاي یک هندسه مناسب را دارند  -1

چگونه هندسه اي ،یک "ال که ؤ          هر چند این س

 پاسخ ساده اي ندارد، "می رود ؟هندسه مناسب به شمار 

هیچ دیدگاه و . اما همواره مورد بحث و مطالعه بوده است

باید در  را نظریه عمومی در مورد این که چه مواد آموزشی 

یک برنامه درسی هندسه گنجاند و چه چیزهایی را باید 

 با این حال تعدادي از الزامات .وجود ندارد حذف کرد،

اي مواد آموزشی مناسب براي ه طبیعی در مورد ویژگی

 را - هستندکه تاحد زیادي مورد توافق عمومی  -هندسه

  :این مواد باید . توان بر شمرد می

ند بلکه باید به نها تکیه نک  و اثباتتعریف هاتنها به  -"

  .ندنفضا و حرکت نیز تکیه ک ،شکل ها

- عدي،نه تنها بر فضاي دو ب عدي که در بلکه بر دنیاي سه ب

  .ند نن زندگی می کنیم نیز استناد کآ

سطوح مقدماتی بویژه برمبناي کم نوشتن وزیاد  در -

  .دندرست کردن وساختن باش

  .دنتفکرمنطقی را رشد ده -

  .دن دیگررا نشان ده هايبین ریاضیات وموضوعرابطه  -

  .دنتوانایی فضایی دانش آموزان راافزایش ده -

زندگی روزمره  اي و هاي لازم براي کارهاي حرفه مهارت -

  .دنده رشد را

ها را به  نه فقط تیز هوش ند همه دا نش آموزان ونبتوا -

  .]8[و]7["ندنشکل و فضا وادار ک کار با

 وآموزش آنها بیشتر این الزامات را گره هاهندسه        

آنها  که با واقعی هستندي  اشیاها گره .سازد برآورده می

آنها از یک سو بر مبناي . حرکات واقعی راانجام می دهیم

از سوي دیگر با رسم نمودار  واستعدي قوانین فضاي سه ب 

          پیرويبعدي آنها درروي کاغذ از قوانین فضاي دو

ویژه در گامهاي نخست ابزاري هستند ه ها ب گره .می کنند

که براي یادگیري آنها دانش آموزان لازم نیست چندان به 

بلکه لازم است با دست هایشان ،  نوشتن فرمول بپردازند

بایادگیري تعداد  .کارکنند، ترسیم کنندوتصور کنند

کاربرد آنها دانش آموزان می توانند  محدودي گره و

زندگی روزمره را هاي لازم براي کارهاي حرفه اي و مهارت

  . دهندرشد

  

طراحی فعالیت هاي مناسب ریاضی با گره هابه  -2

  خوبی امکان پذیراست

ها به شکل مطلوبی دانش  آموزش هندسه گره         

 فرضیه سازي، حدس زدن، یند مشاهده،اآموزان رادرگیر فر

مانند  توضیح دادن و نتیجه گیري، اثبات کردن، ردکردن،

دانش آموزان همراه با گره زدن و بازي با آن . آن می کند

       آن پی ویژگی هاي به برخی از ، مشاهدهي به وسیله

هایی که ساخته اند  مورد گره  با بیان روش خود در.می برند

هنگام  .شوند  آنها درگیر توضیح دادن میویژگی هايو ذکر 
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ساده کردن نمودار گره ها و رنگ آمیزي آنها و نیز بسیاري 

ر ادامه اثبات از موقعیت هاي دیگر درگیر حدس زدن و د

دشوار مربوط به گره ها و در  ل جذاب ویمسا. می شوند

روحیه مبارزه طلبی به  ، هستندساده فهم که  حال عین

لایه هاي متفاوتی از استدلال  .پاسخ می دهد بچه ها

مربوط بودن . استنتاجی در کار باگره ها  دیده می شود

 ها به زندگی واقعی و در برداشتن مؤلفه هاي فرهنگی، گره

اجتماعی و تاریخی از ویژگی هاي دیگري است که طراحی 

 .پذیر می سازد  مناسب ریاضی را با آنها امکانفعالیت هاي

بی در هندسه گره ها قابل خو مدل سازي ریاضی به شکل 

  .درك است

  

هاي  هندسه گره ها در همه پایه آموزشامکان  - 3

   داردوجود تحصیلی 

از  به تقریبآموزش هندسه گره ها را می توان          

 .شروع کرد) ساله 9-10دانش آموزان ( پایین ترین سطوح

 دانش آموز از پایه هاي دوم تا 30در ازمایشی که حدود 

 شرکت داشتند، تنها دانش آموزان پایه درآن پنجم ابتدایی

 .[21] ها دچار مشکل بودند با گرهدوم در انجام فعالیت

به تدریج با افزایش  آموزش در سطوح پایین تر شهودي تر و

 به طور دانش آموز به سوي ریاضیات و قدرت تجرید

 . ریاضی گره سوق داده می شودي  نظریهبه سويتر دقیق

 اگر دانش آموز ، آن است کهیآموزشي   هایکی ازمشکل

 واقعی دنیاي مادي را عنصرهايآن که توانایی کار با ون بد

   نمایش   که این مواد راعبارت هاي تنها با ،داشته باشد

 رهايعنصبه طور طبیعی ارتباط بین  دهند درگیر شود، می

. رود  نمایش دهنده آنها از دست میعبارت هاییمتناظر و 

یعنی حرکت از شهود به تجرید   آموزش،ي بنابراین شیوه

به عنوان اشیایی  باعث حفظ ارتباط طبیعی بین  گره ها

 نمایش دهنده آنها و مدل هاي ریاضی تعبیرهاي واقعی و

  .می شود آنها 

  

  

  

 ي ریهمسیر ساخته شدن یک نظ بخش هایی از-4

   را ترسیم می کنندویژه

این امکان را  در یک سطح مقدماتی آموزش گره ها        

 ي فراهم می آورد که دانش آموزان درك کنند یک نظریه

صرف  .به چه شکل ساخته  شده است ،ریاضی مانند گره ها

 آن گونه که در -  گره هاي طرح نظریه در اصلنظر از اینکه 

 امکان پذیر   در سطح مدرسه-ریاضیات عالی وجود دارد

این حال تا حدي می توان در مدرسه به دانش  با نیست،

ها چگونه این موضوع را  آموزان نشان داد که ریاضیدان

 دانش خود بیان هایی و عبارت هامطالعه می کنند و با چه 

دانش آموزان یاد می گیرند که براي . را شکل می دهند 

به  ادي از آنها را درست کنند،مطالعه گره ها می توانند تعد

 و از ، ساده آنها را بیابندویژگی ها آنها با دقت توجه کنند،

 به هنگامی که گره هاي پیچیده تر را مطالعه ویژگی هااین 

    آنها در .براي طبقه بندي آنها استفاده کنند کنند، می

فشان امکان اابند که با مشاهده دقیق تر دنیاي اطری می

.اري برایشان وجود داردکشف حقایق بسی

  

ه ها پیش نیاز  گري  نظریه يشروع مطالعه -5

  چندانی لازم ندارد

 براي خیلی از افراد  ها گرهي نظریهمقدار زیادي از          

 . ندارد بالا  ریاضیات سطح  به نیاز قابل دسترسی است و

 در شروع براي بیشتر دانش آموزان  هابنا براین آموزش گره

موقعیت هایی اکثر  برخلاف ، بر اینافزون. یر استپذ امکان

بسیاري از  که در دیگر شاخه هاي ریاضیات حاکم است،

   مسائل حل نشده در این حوزه به سادگی فرمول بندي

حتی براي مبتدي ها نیز قابل فهم است و این  د ونشو می

  .احتمال وجود داردکه توسط غیر حرفه اي ها هم حل شود

  . میتوان یافت]4[  را درمسائل تعدادي از این

  

 با هندسه غیر  دانش آموزانآشنایی موجب - 6

    می شوداقلیدسی و غیر اصل موضوعی

ها می توانند دانش آموزان را با نوعی هندسه غیر  گره        

اقلیدسی یا به طور دقیق تر با هندسه اي که داراي 
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ان به سختی می تو. ساختاري توپولوژیک است آشنا کنند 

موضوعی دیگر را یافت که هم قابل دسترس براي دانش 

 .هم داراي ساختاري غیر اقلیدسی باشد وآموزان باشد 

 هندسه اقلیدسی، اصل موضوعی است و بنا افزون بر این

کردن ساختمان هندسه اقلیدسی بر مبناي این اصول 

در حالی که هندسه گره ها  .موضوع چندان ساده نیست

 را در ، غیر اصل موضوعی است کهسهنوعی دیگر از هند

  .معرض دید دانش آموزان قرار می دهد

  

روش بحث در  مناسبی براي ي گره ها وسیله - 7

  اي کوچک می باشدگروه

دیگر   هاي گره ها همانند بسیاري از موضوعآموزش         

 روش کار .هاي کوچک قابل حصول است ریاضی در گروه

شی  اجرا شده است،  در که توسط نگارنده به شکل آزمای

 از برخیاما نکته جالبی که در .  شرح داده شده است [21]

به طور ل مرتبط با گره ها وجود دارد اینست که آنها یامس

قابل حل  یک گروه اعضاي وسیله ه با کار جمعی ب صرف

براي ساختن . هستند این دست  از1گره هاي انسانی .است

دانش آموز استفاده کرد و گره هاي انسانی می توان از چند 

 می شود که هر فرد گروه حرکت له حلأ مستنها موقعی

گره هاي انسانی می توانند این .خود را درست انجام دهد 

ل جمعی و یبه دانش آموزان القا کنند که مساواقعیت را 

 که به یک جامعه مربوط است را باید با مشکل هایی

 حل گره هاي در .کردهمفکري و به طور دسته جمعی حل 

اي درگیر فرایند   دانش آموزان به طور شایسته انسانی،

  .می شوند"همکاري "

  

   .کار با گره ها آسان است -8

هاي  کتاب .یادگیري گره زدن چندان دشوار نیست       

ویژه ه با گره ها در زندگی عادي و ب مورد کار مناسبی در

  و]12[ ،]11[ ،]10[ ،]9[ ،]3[ دناي وجود دار زندگی حرفه

از مواد چیزي به جز طناب معمولی یا ریسمان یا نخ  .]19[

گره ها به راحتی قابل نمایش در .و مداد و کاغذ لازم نیست 

                                                
1 . Human knots

 دانش .هر مکان دیگري است و یا روي کاغذ، کلاس درس،

 با تبدیل و تغییر گره با دست هاي متفاوتآموزان سنین 

 .ره ها بپردازندخودشان می توانند به تجربه کردن با گ

 نرم افزاري و فراورده هاي هاي موجود،  بر کتابافزون

  اینترنت نیز منابع خوبی را براي آشنایی وصفحه هاي

براي دیدن یک مجموعه از  .تجربه با گره ها فراهم آورده اند

 جالب یک نرم افزار و براي کار با]13[  مناسبسایت هاي

  .را ملاحظه کنید ]14[

  

 دید شهودي و ساختار حسی و  بین تلافائ ایجاد -9

  می کند حرکتی

همان  .مشاهده سهم ویژه اي در کار با گره ها دارد        

طور که می دانید علم شیمی از جدول مندلیف شروع نشده 

 ، استطبقه بندي شروع نشده زیست شناسی از است،

هندسه از اصول موضوع شروع  ثبت کردن و تاریخ از

 حقایق مشاهده شده در از اینها یک از  هرشروع .اند نشده

فراهم  این امکان را هندسه گره ها.دنیاي مادي بوده است 

ائتلاف  کارگیري وه ب می آوردکه هنگام آموزش بتوان بر

حرکتی  ساختار حسی و و )دید شهودي(بصري  مؤثر تصور

هندسه گره ها تمرین عملی مناسبی براي گذر از  .تکیه کرد

  .شهود به تجرید می باشند

  

ریاضیات را نشان  درونی و بیرونی  هايارتباط - 10

می دهد

 گره ها حتی تا آن مقدار که در سطح ي نظریه        

 ي  رابطهتا حدوديتواند مدرسه اي قابل آموزش است می

آموزان نشان هایی از ریاضیات را به دانش  درونی بخش

این دستاورد به سختی در موضوعی دیگر قابل حصول  .دهد

کند که   گره ها فرصتی با ارزش را فراهم میي  نظریه.است

در جریان آن، دانش آموزان می توانند ارتباط بین هندسه، 

 را هر چند در تای و ترکیبداعداتوپولوژي، جبر، نظریه 

 ي ر امروز نظریهاز طرف دیگ .سطحی ابتدایی ملا حظه کنند

گره داراي کاربردهاي مهمی در زیست شناسی ، فیزیک و 

 بیرونی ي این کاربردها می توانند رابطه. شیمی است

 . به تصویر بکشند را گره با دیگر شاخه هاي علومي نظریه
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 را ]16 -15[و  ]4[قسمتی از این کاربردها  براي مرور

  .ملاحظه کنید

توان به جنبه هاي دیگري از  یبا مطالعات بیشتر م        

اهمیت و ارزش آموزش هندسه گره ها در مدرسه دست 

بدون تردیدافزایش قدرت استنتاج و استدلال ریاضی . یافت

جایگاه .  است  موضوع ایننیز از جمله دستاوردهاي آموزش

  خاص گره در فرهنگ غنی ایران خود بحثی جداگانه را 

مدلهاي فیزیکی براي گره ها بخشی از کمبود .می طلبد 

  .رشد توانایی فضایی را جبران می کنند 

  

  روش پیشنهادي براي آموزش هندسه گره ها 

 جزئیات توسط نگارنده تشریح شده  ذکراین روش با        

در اینجا به طور مختصر در مورد نکات . [21]است 

    . توضیحاتی را ارائه می کنیمبرجسته ي آن

  

  گره ها با آشنایی-1

ها براي آشنایی با گره ها وشکل   از جمله بهترین راه        

گره (فعالیت واقعی  گیري دیدگاه و تصور در مورد گره،

با تعدادي  )معماها و نظایر آن ها، بازي باز کردن گره، زدن،

جایی  از گره هایی است که بچه ها می شناسند یا در

با تعداد دهد که فراگیري کار  تجربه نشان می .اند دیده

خیلی از نیازهاي  )حدود ده گره براي مثال (معینی گره 

دانش  .طرف می کند  را برمتفاوتزندگی روزمره در امور 

آموزان ضمن باز و بسته کردن گره ها و بررسی ساده ترین 

 مورد مطالعه توجه یءحالت ها به کمک معلم به ساختار ش

زهایی از می کنند و به این موضوع پی می برند که چه چی

آنها چه   هستند و  تشکیل دهنده آن مهم عنصرهاي

 چه چیزهایی متفاوت يمورد گره ها در  دارند؟هاي ویژگی

دانش آموزان با .  هستندمشترك و چه چیزهایی متفاوت

 ساده تر به سمت درك موارد موردهايتجزیه و تحلیل 

گره  ،)معمولی( 1گره دستی.  حرکت می کنندتردشوار

جمله گره هایی هستند که در این از 3 دوبل،گره2هشتی

                                                
1 . Overhand knot
2 . Figure-eight knot
3 . Double

در  .مرحله دانش آموزان با آنها و کاربردشان آشنا می شوند

   .ساده نمایش داده شده است متاول و گره این سه  2شکل 

  

  

  

  

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

نکته مهم آن است که آشنایی دانش آموزان با گره ها به 

 یءواقعی است و از گره به عنوان یک ش صورت طبیعی و

 بر افزون .مجرد ریاضی در این سطح اسمی برده نمی شود

هاي کوچک باشد تا  با گره در گروه این بهتر است که کار

درك مفهوم  . ساده تر باشدزاندانش آمومطالعه آن توسط 

گره به صورت شهودي و به عنوان یک شکل فضایی در این 

 ساده گره ویژگی هايکشف  . حاصل شودتواند  میآشنایی

 مهم این مرحله هدف هاي از جمله دانش آموزانها توسط 

 براي سهولت بیشتر یکی از دانش آموزان دو سر گره .است

دانش آموز دوم ضمن ساخته شده را در دست می گیردو 

 گره توضیح ویژگی هايمورد  مشاهده و بازي با آن در

2 شکل

)معمولی(دستی گره 

گره هشتی

گره دوبل
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کشیدن و خمیدن  حرکات زیادي شامل پیچاندن،. دهد می

مشاهدات و برداشت ها  اطلاعات، .شود مجاز شمرده می

  .جمع آوري و به کلاس عرضه می شود

  

  رسم نمودار گره ها -2  

گیرند که چگونه  د میدر این مرحله دانش آموزان یا          

 که ییگره ها. گره سه بعدي را روي کاغذ رسم کنند

مواد توانند    میدرمرحله یک توسط آنها ساخته شده است،

 گره ها را با رسم بیشتر .لازم براي این مرحله باشند

 .شود گره نامیده می  توصیف می کنیم که نمودارتصویرهایی

امتداد  .گره است تصویر روي صفحه یا سایه ،نمودار گره

تصویر چنان اختیار می شود که هر نقطه روي  )جهت(

هر . تصویر حداکثر دو نقطه از گره اصلی است نمودار گره،

   نامیده1تقاطع نقطه که تصویر دو نقطه روي گره است،

تقاطع روي نمودار گره با بریدن یکی از خطوط  .می شود

 از گره در رسم می شود تا نشان داده شود که کدام قطعه

نمودار تعدادي  3در شکل . رو و کدام در زیر قرار می گیرد

  .از گره ها رسم شده است 

    

گره ها  تعدادي از)دو بعدي( نمودار3شکل 

                                                
1 . Crossing

به  (هر چند که در اینجا نیز صحبتی از ریاضیات        

این حال رسم نمودار  با  به میان نمی آید،)مفهوم مجرد آن

دانش آموزان گامی مهم براي ورود به تجرید گره ها توسط 

 .و نیز نوعی مدل سازي ساده ریاضی به حساب می آید

از سنین اً  بچه ها تقریببرآوردهاي اولیه نشان می دهد که

سالگی قادر به رسم نمودار تعدادي از گره هاي ساده  10-9

مقایسه بین شکل واقعی گره و نمودار دو  .[21]هستند

ش آموزان در درك بهتر روابط فضایی کمک بعدي آن به دان

بیان  این مقایسه نمودار گره هاي متفاوت،  برافزون .کند می

کند که  هاي آنها به شاگردان کمک می شباهت ها و تفاوت

 اصلی در یک گره را بهتر بشناسند و با برخی از عنصرهاي

  . در یک گره آشنا شوند کیخواص توپولوژی

  

  هامفهوم حرکت در گره  - 3

 هاي واقعی شامل آن دسته مفهوم حرکت در گره     

در گره  . است که ساختار گره را تغییر ندهدهاییتغییر

هایی که از طناب ساخته می شوند به شرط آن که مجاز به 

دو سر آزاد گره توسط جایی یا کسی  بریدن نباشیم و

هر گونه بازي و جابجایی مثل  محکم نگه داشته شود،

هم کردن حرکت  هم و بر کشیدن و در ندن،پیچا خمیدن،

 اما اگر بخواهیم به عوض کار با گره اصلی،. نامیده می شود

با نمودار آن کار کنیم چه چیزي را به عنوان حرکت روي 

  نمودار گره تعریف می کنیم ؟

ثابت کرد  1926در سال  )1893-1971( 2رید مستر     

یکی از آنها   باشیم،که اگر دو نمودار مجزا از یک گره داشته

 که به نام  (حرکات را می توان از دیگري با یک رشته از

 هاي ی و ایزوتوپ)شودخود او حرکات رید مستر نامیده می

سه حرکت رید  4در شکل . ]21[و  ]4[. بدست آورد3صفحه

  .مستر نمایش داده شده است

  

  

  

                                                
2 . Reidemeister
3 . Planner isotopy

٢١٢



  هندسه گره ها و آموزش آن در مدرسه                            ابراهیم ریحانی                

1386تان  ،تابس4مجله فناوري و آموزش، سال اول، جلد اول، شماره   

 حرکت هاي رید مستر4شکل 

                 

                       

            

توان به  طرفه نشان می دهد که می جهت هاي دو

توان  در حالت اول میبراي مثال، . صورت معکوس عمل کرد

هیچ یک از  .یا حلقه اي را ایجاد کرد و کرد یک حلقه را باز

 هر یک از این .دهد این حرکات ساختار گره را تغییر نمی

یچیده ترکردن پ  یا ساده ترکردن بهسه نوع حرکت به نوعی

ساده سازي یکی از  .هري نمودار گره منجر می شودظا

ترین اعمالی است که در علم و زندگی مورد استفاده  مهم

به این مفهوم در ریاضیات مدرسه اي توجه . گیرد قرار می

هاي عددي،  عبارت دانش آموزان کسرها، .ویژه اي می شود

فرایند  .هاي جبري و مانند آن را ساده می کنند عبارت

عنی ترکیب کردن به نوبه خود پایه و اساس معکوس ی

مخرج  براي مثال، .هاي غیر بدیهی است بسیاري از فعالیت

 .رسم خطوط اضافی در هندسه و مانند آن مشترك گیري،

حرکات رید مستر هم با گره هاي واقعی قابل اجراست و هم 

  اول و دوممثالی از کاربرد حرکات 5در شکل  .با نمودار آنها

که دانش آموزان را درگیر یک فعالیت مناسب رید مستر

.ریاضی می کند نشان داده شده است

  

  
  

کاربردي از حرکت هاي رید مستر 5شکل 

  

  رنگ پذیري گره ها  -4    

رنگ آمیزي یک گره در ابتدا   درروش پیشنهادي          

وسیله اي براي بهتر دیده شدن ساختار گره توسط دانش 

 به  به تدریجگره ها  رنگ پذیري، امه در اد.آموزان است

ال ؤصورت یکی از ابزارهاي مهم براي پاسخ دادن به این س

  اند و چه موقع متفاوت اندمهم که چه موقع دوگره مساوي

 همان نقشی است که رنگ ن ای.مورد استفاده قرارمی گیرد

ایده رنگ پذیري یا  . پذیري در نظریه ریاضی گره ها دارد

  حوالی2کساف توسط 1 ایده سه رنگ پذیريبه طور دقیقتر

موزان در ابتدا گره آدانش . ]17 [ استمطرح شده1960

هر  . رنگ آمیزي می کنندمتفاوتهاي ساده را با رنگ هاي 

منظور از یک  .شود  یک رنگ، رنگ آمیزي می با3قوس

قطعه اي از نمودار گره است که از زیر یک  ،قوس یا کمان

 دانش آموزان .ن را شامل می شودتقاطع تا تقاطع بعدي آ

در طی یک فرایند تدریجی و چند مرحله اي با رنگ 

و  تنظیم مجدد  حدس خود،درستیبررسی  حدس، آمیزي،

اصلاح ایده ها و هدایت و راهنمایی معلم به ایده اصلی سه 

قاعده سه رنگ پذیري را به طور  .رسند رنگ پذیري می

اه نمودار یک گره را هر گ :ساده می توان چنین توضیح داد

 به گونه اي رنگ آمیزي کرد که متفاوتبتوان با سه رنگ 

در هر تقاطع یا هر سه رنگ دیده شود ویا اینکه یک رنگ 

  . نامیممیآنگاه چنین گره اي را  سه رنگ پذیر تکرار شود،

نکته مهم دیگري که قابل آموزش در مدرسه است          

   گ پذیري را حفظ ناینست که حرکات رید مستر سه ر

                                                
1 . Tricolorability
2 . Fox
3 . Arc
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 یعنی اینکه اگر نمودار یک گره سه رنگ پذیر ،می کنند

 که با یک رشته از حرکات رید -دیگر آن هر نمودار باشد،

 ، مثالبراي .نیز سه رنگ پذیر است -مستر به دست می آید

آن سه رنگ پذیر است ولی  دیگر نمودار هر گره دستی و

 سه رنگ پذیر نتیجه هیچ نمودار دیگر آن در گره هشتی و

توان یکی از آنها را بنامیم هر گاه  1دو گره را معادل .نیست

دست ه ازدیگري به کمک یک دنباله از حرکات رید مستر ب

 گره دستی و گره هشتی با یکدیگر معادل ،بنابراین. آورد

 .هستندیعنی آنها دو گره متفاوت از نظر ساختار . نیستند

عدم سه رنگ  وسه رنگ پذیري گره دستی  6در شکل 

 در ،مثالبراي .پذیري گره هشتی نشان داده شده است 

 به رنگ قرمز و دو توان گره دستی دو قطعه کناري را می

اما  . رنگ آمیزي کردبی و سبزآهاي   با رنگرا قوس دیگر

 بی وآبا  به ترتیب را 4و 2 ،1 هاي هاگر در گره هشتی قطع

بی رنگ آرا باید  3 قطعه سیاه و قرمز رنگ کنیم به ناچار

 ،یک از این سه رنگ هیچ با 5در این صورت قطعه  .کنیم

با  .نیست)  قاعده سه رنگ پذیريطبق(قابل رنگ شدن 

استفاده از ایده سه رنگ پذیري می توان به دانش آموزان 

و گره دستی باز  گره وجود دارددر واقع نشان داد که 

!نشدنی است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

       

   

  

                                                
1 . Equivalent

لا تر بانسبت دادن یک رابطه هم نهشتی به ح باودر سط 

 ایده سه رنگ ،قوس هایی که دریک تقاطع قرار می گیرند

شود و ارتباطی   رنگ پذیري تعمیم داده میk پذیري به ایده

.  و گره ها دیده می شودداعدا ي ساده و جالب بین نظریه

   .هاي آخر دوره متوسطه است این ایده قابل آموزش در سال

  

  هاي ریاضی گره  -5

گره ریاضی یک مفهوم مجرد است و معرفی بدون          

موزان دشوار و نامناسب به نظر مقدمه آن براي دانش آ

یکی از مهمترین و در عین حال دشوارترین مراحل  .رسد می

 تنظیم ،براي معرفی یک ایده ریاضی به دانش آموزان

وش در ر .حرکت از شهود و تجربه به سوي تجرید می باشد

پیشنهادي شاگردان طی فرایندي که در هر مرحله مجرد تر 

  .می شود به مفهوم ریاضی گره نزدیک می شوند

طول آن و  جنس آن، بی اهمیت بودن ضخامت طناب،

نظایر آن در ساختار یک گره و در نهایت نشان دادن 

هایی  ضرورت اتصال دو انتهاي طناب براي مطالعه گره گام

 نزدیک شدن به یک دیدگاه ریاضی مهم در مجرد سازي و

سپس در ادامه تمام کارهایی که با  .در مطالعه گره است

گره هاي معمولی و نمودارهاي آنها توسط دانش آموزان 

 انجام شده است یک دیگر با گره هایی که دیگر دو انتهاي

با نمودارهاي آنها قابل تکرار  آنها به هم چسبیده است و نیز

  .است

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

تگره هشتی سه رنگ پذیر نیس

6شکل 

گره دستی سه رنگ پذیر است
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  طبقه بندي گره ها - 6

بندي گره ها در حالت کلی یک جالب است که طبقه        

طبقه بندي گره ها با استفاده از  !]4[ حل نشده استألهمس

گیرد که عبارت   می صورت1"عدد تقاطع" مفهومی به نام

تقاطع موجود در بین تمام نمودارهاي  کمترین تعداد"از 

 7تا  3 از مرتبه هايطبقه بندي گره  . است"یک گره

  .نشان داده شده است 7 تقاطع در شکل

  2 که هیچ تقاطعی نداشته باشد گره بدیهی راگره اي    

 پایین قابل آموزش ي طبقه بندي گره هاي مرتبه .می نامند

دانش آموزان می توانند پی ببرند . در سطح مدرسه است 

   ل  تقاطع به گره بدیهی تبدی2و 1که تمام گره هاي با 

   .می شوند

  

   گره ي آشنایی با مفاهیمی از نظریه - 7

  ،3 گره مانند ترکیب گره هاي برخی از مفاهیم نظریه       

 و تصویر  5تصویر آینه اي گره ها ، حساب ،4گره هاي اول

یک گره و تعدادي دیگر از مباحث قابل آموزش 6معکوس

برخی از . استدر دوره هاي راهنمایی و متوسطه 

فیزیک و زیست   گره در شیمی،ي بردهاي ساده نظریهکار

  .شناسی نیز قابل طرح براي دانش آموزان است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                
1 . Crossing number
2 . Trivial knot
3 . composition of knots
4 . prime knots
5 . Mirror image
6 . Inverse image

جمع بندي  -8

ه هاي دیگري به جز آشنایی دانش آموزان با هندس          

هندسه اقلیدسی، در توسعه تفکر ریاضی آنها نقش مهمی 

به مدرسه در حالیکه ورود هندسه هاي غیر اقلیدسی . دارد

 با "هندسه گره ها"به دلیل پیچیدگی آنها دشوار است، 

توجه به ظرفیت ها و جذابیت هاي ویژه آن یک مورد کم 

 از مزایاي مهم این هندسه، قابل آموزش بودن .نظیر است

 کاربردهاي گره ها در  .آن در سطوح تحصیلی متفاوت است

از به آنها نقشی ممت  و امور حرفه اي و در علومزندگی روزانه

افزون بر این گره ها در فرهنگ بشري و به ویژه . داده است

آیا .  اسلامی جایگاهی با ارزش دارند–فرهنگ غنی ایرانی 

اگرچه ورود یک  می توان از کنار همه این ها گذشت؟

ها  سه اي نیازمند بررسیمدر موضوع جدید به حوزه آموزش

یکن براي  ل، فراوانی است هاي و آزمایشه هايو مطالع

 آن را در برخی از دوره هاي  بخش هایی ازشروع می توان

فوق برنامه و با داوطلبان علاقه مند به صورت آزمایشی اجرا 

در مورد گره ها استفاده از کامپیوتر ونرم افزار هاي  .کرد

 رابراي نمایش یک گره  زیاديمناسب که قابلیت هاي

  . بسیار مفید و آموزنده است دارند،

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 تقاطع7 تا 3 طبقه بندي گره هاي از مرتبه 7شکل 
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و  دارد کید زیادي بر کار گروهی وجودأدر طرح پیشنهادي ت

مراحل آموزشی به نحوي تنظیم شده اند که امکان کشف 

 تکیه بر شهود و تجربه و مشاهده .به دانش آموز داده شود

دقیق و استفاده از آن براي رسیدن به سطح بالاتري از 

نتایج چند  .ویژگی هاي روش پیشنهادي است نیز تجرید از 

  .اجراي آزمایشی این روش امید وار کننده بوده است

براي دانش آموز علاقه مند و ها نظریه گره  همچنین

در تعقیب  قابل ،مستعد به عنوان یک زمینه کاري جالب

 .است  وادامه تحصیل تکمیلیه هاي براي مطالعدانشگاه

 و تمدن ه هاي که ریشه در تجرب،شاید طرح هندسه هاي نو

د که  دانش آموزان وموجب ش این را  فرهنگ بشري دارند،و

    درآن زندگی  که  دنیایی براي شناختنیز به نگاهی نو

                                                                                     . کنند، دست یابندمی
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